










R. Bulirsch 

Kurz nach dem letzten Kriege wurde die 
Verstärkerwirkung einer simplen Vorrichtung ent­
deckt: Zwei Drähte aus Phosphorbronze liegen auf 
einem Germaniumkristall an. Damit ließen sich, wie 
bei einer Elektronenröhre, schwache elektrische Span­
nungen verstärken. „ Übertragungswiderstand" hieß 
das Ding, englisch transfer resistor. Zusammengezo­
gen wurde daraus der Transistor. Eine umwälzen­
de Erfindung, 1956 erhielten die Entdecker Barde­
en, Brattain und Shockley den Nobel-Preis. Die Er­
findung war nicht zufällig, keineswegs vom Him­
mel gefallen: Schottky, Sohn eines Mathematikprofes­
sors, und andere hatten schon Ende der 20-iger Jah­
re in den Siemens-Laboratorien Gleichrichtereffekte 
an Kupferoxydul- und Selen-Grenzschichten studiert. 
Die Hinzunahme einer dritten Elektrode war eigent­
lich nur folgerichtig . 

Ein Metall-Oxyd-Silizium Transistor; seine Elek­
troden tragen auch bei uns englische Bezeichnungen, 
in Deutschland gilt das als fortschrittlich. Silizium, 
im wesentlichen geschmolzener Sand. Zur Herstellung 
der Transistoren genügte bald bloße Experimentier­
kunst, intuitives Bauen, nicht mehr. Insbesondere die 
Miniaturisierung der Bausteine in den Rechenauto­
maten zwang zu genauer Vorhersage des elektrischen 
Verhaltens der Transistoren, noch ehe sie in Ferti­
gung gegangen waren. 
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Man fand heraus, daß das funktionale Verhal­
ten der Transistoren durch die Lösungen eines Sy­
stems der Ordnung 6 von partiellen Differentialglei­
chungen vom elliptischen Typus beschrieben werden 
kann. Solche Gleichungen zu lösen war ein schwieri­
ges Problem. An Verfahren zur numerischen Lösung 
der Halbleitergleichungen hat man intensiv gearbei­
tet und mit den Lösungen die „Halbleiterwirklich­
keit" relativ gut vorhersagen können. 

Auf die Mathematik war man auch angewiesen, 
als viele solcher Transistoren zu ganzen funktiona­
len Blöcken verknüpft werden sollten, den sogenann­
ten „Chips". Das ist ein Blättchen aus Silizium, auf 
dem die Transistoren in einem komplizierten tech­
nischen Prozeß eingeätzt sind. Wie der Block arbei­
tet und welche Spannungen und Ströme man an den 
Zuführungsdrähten, den „Beinchen" des Chips, ab­
nehmen kann, läßt sich wieder aus den Lösungen von 
Differentialgleichungen - jetzt sind es nur gewöhnli­
che Differentialgleichungen, dafür aber viele, tausen­
de, hunderttausende! - mit guter Genauigkeit vorher­
sagen. 

Auch die Plazierung und Verdrahtung der Tran­
sistoren und Kondensatoren auf dem Chip ist eine 
mathematische Aufgabe, eine aus der diskreten Ma­
thematik. 
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Ein elektronisches Addierwerk kann nur ganz we­
nig: 0 + 0 = 0, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 2. In einem Chip 
hängen viele solcher Addierwerke zusammen. Was ist 
daran schon besonderes? Wenn es hochkommt , wird 
der Mensch etwa hundert Jahre alt , dann hat er et­
wa 3 Milliarden Sekunden gelebt. Die Addition von 
1 + 1 = 2 dauert etwa eine Sekunde; drei Milliarden 
solcher Additionen kann der Mensch in seinem gan­
zen Leben ausführen, Tag und Nacht muß er rech­
nen, hundert Jahre lang! Ein Prozessor kann auch 
drei Milliarden solcher Binärziffern addieren, aber in 
einer Sekunde. Oder anders gesprochen: Er kann hun­
dert Millionen zehnstellige Zahlen in einer Sekunde 
addieren; die Multiplikation kann etwas länger dau­
ern. 

Auf einem Speicherchip, einem 4 Megabit Chip, 
sitzen vier Millionen Transistoren, dicht an dicht ge­
packt. Was kann er speichern? Goethes Faust z. B., 
Teil I und Teil II. Ein 16 Megabit Chip enthält etwa 
16 Millionen Transistoren auf der Fläche von einem 
Pfennig. Die Bibel, Altes und Neues Testament zu­
sammen, könnte man darauf speichern. Freilich ohne 
schöne Illustrationen, wie z. B. die von Don~, da ge­
hen vielleicht zwanzig solcher Bilder auf den Chip. 

4 Megabit Chip mit Haar. (Werkbild Siemens) 
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16 Megabit Chip. (Werkbild Siemens) 

SIEMENS 

Haar auf 4 M DRAM HLA m 

4 Megabit Chip mit Haar. (Werkbild Siemens) 
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Geometrie in Raffaels „Schule von Athen". 

In der Renaissance entdeckt die Kunst die Geome­
trie; die verschütteten mathematischen Dogmen ar­
chitektonischer Vollkommenheit werden wieder aus­
gegraben. Vollkommenheit, so die revolutionäre Ent­
deckung der Antike, ist mathematisch bedingt. Es 
war die Überzeugung der großen Baumeister der Re­
naissance, daß die sichtbare Welt, dort , wo sie sich in 
geometrisch vollendeter Kirchenarchitektur zeigt , die 
metaphysische erschließt2 . 

Es ist wahr: Dürer sieht in der Geometrie eine Of­
fenbarung der Naturgesetze, und Raffael begreift sich 
mehr als Geometer denn als Maler. In seiner Schule 
von Athen foiert er die Geometrie, zeigt uns Philo­
sophen, Geometer und stellt sich selbst zur Gruppe 
der Geometer rechts im Bild. Michelangelo, Leonardo 
da Vinci: Kunst ist für sie ohne Mathematik, Geo­
metrie, undenkbar. Leonardo: Keiner lese mich, in 
meinen Werken, der nicht Mathematiker ist. Es be­
lustigt, daß bei Übersetzungen der Werke der großen 

Italiener ins Deutsche entsprechende Passagen immer 
weggelassen sind. Nördlich der Alpen paßt es nicht 
zum Verständnis von Kunst. 

Als die Deutsche Mathematiker-Vereinigung, der 
so berühmte Männer wie Einstein, Planck an­
gehörten, ihr hundertjähriges Jubiläum feierte , lehnte 
es die Bundespost ab, eine Sondermarke herauszu­
bringen, wegen der geringen gesellschaftlichen Rele­
vanz der Mathematik. Da tröstet es, daß es wenig­
stens für , hundert Jahre Herzogsägmühle eine Mar­
ke gibt . Dafür ehren kleine Länder wie Griechen­
land große Mathematiker auf Briefmarken, wie den 
deutsch-griechischen Mathematiker Caratheodory. 

Raffael hatte es dem spanischen Maler Dali an­
getan. Dali gibt seine eigene Version der Schule von 
Athen. Dali interessiert sich sehr für Geometrie, ei­
nem seiner Bilder gibt er sogar den Titel Auf der 
Suche nach der 4. Dimension. 

2 Irmgard Palladino in Gläubige mitreißen, Ungläubige überwältigen, Die Kuppeln von Rom. 
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Dali und Raffael. 

Dali: Auf der Suche nach der 4. Dimension. 
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1972 erscheint ein merkwürdiges Buch, geschrie­
ben vom französischen Mathematiker Rene Thom. 
Es hat den eigenartigen Titel Stabilite structurelle et 
morphogenese. In diesem Versuch einer allgemeinen 
Modelltheorie - so der Untertitel des Werkes - un­
tersucht Thom mathematische Beziehungen, die den 
plötzlichen Umschlag von einem Zustand in einen an­
deren Zustand beschreiben so, wenn Wasser plötz­
lich zu Eis friert, oder Wasser verdampft, und ähn­
liches. Die Fachsprache der Mathematik kennt dafür 
die Ausdrücke singuläre Stellen, singuläre Flächen. 
Thoms Buch ist mit einer Fülle interessanter Bil­
der ausgestattet, Überschlag von Meereswellen in der 
Brandung; Brennflächen in der geometrischen Optik, 

(b) (d 

Frc. 5-17. Scctions succcssivcs du di:rcrlcmcn1 d"unc ""guc. 

die z. B. bei der Aussendung von Lichtstrahlen im 
Autoscheinwerfer entstehen. Rene Thom beschreibt 
den Umschlag durch mathematische Gleichungen, 
die sich als Flächen darstellen lassen. Eine nennt er 
z. B. Schwalbenschwanz, eine andere Schmetterling. 
(Das sind nicht die Schmetterlinge, die Wirbelstürme 
auslösen , solche Schmetterlinge flattern nur in Uto­
pia). Thom prägt für seine von ihm untersuchten Zu­
standsänderungen den Namen „Katastrophen", ca­
tastrophe elementaire, u. s. w. Als „Katastrophen­
theorie" läuft die von Thoms Buch ausgelöste seismi­
sche Welle durch die Medien. Thom ist darüber nicht 
glücklich, denn seine „Katastrophen" haben mit un­
seren „Lebenskatastrophen" wenig zu tun. 

u 

6 
3 4 5 

Aus Rene Thoms Buch. 
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Dali gerät an Thoms Buch, er ist hingerissen, im­
mer wieder läßt er sich daraus vorlesen. Dali malt 
jetzt nur noch Rene Thoms Bilder. Eines seiner letz­
ten trägt den Titel Topologische Loslösung Euro­
pas, Hommage a Rene Thom; unten die von Dali 
hingeschriebenen mathematischen Formeln für den 
Schwalbenschwanz. 

Topologische Verrenkung einer weiblichen Figur. 

----- --

Dalis letztes Bild: Der Schwalbenschwanz. 
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Topologische Verrenkung - Bett und zwei 
Nachtschränkchen greifen brutal ein Violoncello an. 

Topologische Verrenkung einer Frauenfigur zu einem 
Violoncello. 

Topologische Loslösung Europas - Hommage a Rene Thom. 
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Jetzt haben uns die Bilder der Bibel und ih­
re Speicherung auf den neuen Chips in die Kunst 
entführt. Aber es gibt nicht nur Chips, es gibt auch 
Autos. 

Autos werden heute von Robotern montiert. Wie 
soll sich ein solcher Roboter bewegen: Soll der Ro­
boterarm möglichst schnell von einem Punkt zum 

Man kann heute in einen menschlichen Körper 
„hineinsehen". Eine Röntgenröhre umfährt langsam 
den Körper , spiralförmig, eigentlich wendelförmig, 
und sendet dabei einen fächerförmigen schwachen 
Strahl aus. Der Röntgenstrahl wird im Körperinneren 
gebeugt, abgelenkt, in seiner Intensität verändert. 
Auf einem der Röhre gegenüberliegenden ringförmi­
gen Bildschirm erzeugt der Strahl ein „geisterhaf­
tes" schwarz-weiß-Muster. Man kennt das von der 
„alten" Röntgenographie her. Bei dem neuen Gerät 
besteht der Bildschirm allerdings aus Strahlendetek­
toren, die die Absorptionsstärke des Röntgenstrahls 
im menschlichen Körper quantitativ messen. Die De­
tektoren leiten ihre Information an einen Elektronen­
rechner weiter; der kann nun aus der Intensitätsver­
teilung des Strahls ein getreues Abbild des menschli­
chen Körpers reproduzieren. Eine phantastische Sa­
che, und die Physiker McCormack und Brounsfield 
haben dafür mit Recht 1979 den Nobel-Preis für Me­
dizin erhalten. Man nennt das Computertomographie. 
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andern fahren, oder soll er es mit möglichst wenig 
Energie tun. Eine Frage der Mathematik. Der Robo­
ter wird in mathematische Gleichungen, in Differen­
tialgleichungen „aufgelöst". Und die Aufgabe wird zu 
einer Aufgabe der optimalen Steuerung. Die mathe­
matische Lösung sehen wir uns im Film an. 

Herz mit 4 Bypässen. Spiraltomographie. 
(Werkbild Siemens) 
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In der Sprache der Mathematik liest sich das so: 
Das Innenbild des menschlichen Körpers ist eine un­
bekannte Funktion. Von dieser Funktion kennt man 
nur ein (schwaches) Abbild, eine Art Geisterbild, auf 
den Detektoren, das durch den Röntgenstrahl erzeugt 
wird. Dieses Geisterbild ist aber zufällig das Linien­
integral über das Innenbild, die unbekannte Funkti­
on; und die Röntgenröhre baut beim Umfahren des 
Körpers das Linienintegral auf. Nun das große Pro­
blem: Wie erhält man aus dem Linienintegral die un­
bekannte Funktion zurück? Gelingt das, dann kann 
man auch aus dem Geisterbild wieder das richtige 
Bild erzeugen, also in den Körper „hineinsehen". 

Der Mathematiker Radon aus dem böhmischen 
Tetschen, er starb 1956, hat vom Nobel-Preis nichts 
gehabt. Er war es, der schon 1917 das Problem ma-

Beckenbereich. Spiraltomographie. (Werkbild Siemens) 

Bedeutsame Anwendungen findet die Mathema­
tik in der Raumfahrt. Vom Start der Raketen bis zur 
Übermittlung und störungsfreien Rekonstruktion der 
Bilder, die von den Raumsonden zur Erde gefunkt 
werden, wird in unvorstellbareIY). Maße von kunstvoll 
ersonnenen mathematischen Methoden Gebrauch ge­
macht. 

Sichere Rückkehr eines Raumgleiters, des Space 
Shuttles, aus seiner Erdumlaufbahn zurück zum Lan­
deplatz auf der Erde. Die Bahn soll so verlaufen, daß 
sie dem Fahrzeug beste Manövrierfähigkeiten ver­
leiht und die Außenhaut des Fahrzeugs nicht hei­
ßer werden läßt als 1000 Grad Celsius. Die Lösungen 
der Bahndifferentialgleichungen zeigt ein Film. Der 
Raumgleiter taucht über der Südsee in die Lufthülle 
der Erde ein, fliegt auf leicht oszillierenden Bahnen 
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thematisch behandelt hat. Computertomographie ist 
mathematisch nichts anderes als die Umkehrung der 
Radon-Transformation. Niemand spricht von Radon, 
Computertomographie wird überhaupt nicht mit Ma­
thematik in Verbindung gebracht . 

Inzwischen kennt man auch die Kernspintomo­
graphie, Magnetresonanztomographie: Gewaltige, su­
praleitende, ringförmig um den menschlichen Körper 
angeordnete Magnete erzeugen starke Magnetfel­
der, richten die Spinachsen der Wasserstoffatome im 
menschlichen Körper aus, die Intensität der davon 
ausgehenden Impulse wird gemessen und dann wie 
oben ein Bild des Körperinnern produziert. Bau und 
Berechnung der Magnete waren schwierig, Magnete 
und Magnetfelder wurden u. a . mit Hilfe der Legen­
dreschen elliptischen Integrale berechnet. 

Beckenbereich, nur Blutgefäße, Knochen 
„ausgeblendet". Spir11ltomographie. (Werkbild Siemens) 

weit nach Norden, um dann in der kalifornischen 
Wüste zu landen. 

' 
Die Ermittlung der Bahn, die Raumsonden flie-

gen müssen, um mit minimalem Treibstoffverbrauch 
ihren Zielplaneten zu erreichen, ist eine mathemati­
sche Aufgabe, ein Mehrpunkt-Randwertproblem mit 
freien Rändern. Die Lösung erhält man so: Zwischen 
der Erde und dem anzusteuernden Raumkörper, etwa 
dem Planeten Venus, steckt man gedachte Punkte ab. 
Zwischen diesen Punkten ermittelt man Teilstücke 
der Bahn, die algorithmisch berechnet werden. Die 
gedachten Punkte werden so lange iterativ verändert, 
bis alle Teilstücke nahtlos aneinanderschließen. Die 
optimale Trajektorie, die Flugbahn der Raumsonde, 
ist fertig! 

33 



R. Bulirsch 

Optimale Bremsbahn eines Raumgleiters in der Lufthülle der Erde. 
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Sonne am Ende ihres Lebenszyklus in ca. 7 1/2 Milliarden Jahren. Der Planet links ist der Merkur in seinem heutigen 
Abstand. 

Die optimale Flugbahn zum Planeten Venus im 
Film. Wir sehen uns nicht nur die Flugbahn zur Ve­
nus, sondern Venus selbst an: Am 4. Mai 1989 wurde 
die Raumsonde MAGELLAN auf den Weg zur Ve­
nus geschickt. Fast optimal gesteuert, errekhte sie 
Venus auf einer suboptimalen Flugbahn 15 Monate 
später am 10. August 1990. Ferngelenkt von der Erde 
über die Signale der drei riesigen Antennen des Welt­
raumfunknetzes der NASA, begann MAGELLAN im 
September 1990 mit der Kartierung der Venus durch 
Radar. Das Spezial-Radar hatte eine hohe Auflösung: 
Zwischen 30x30 m und lOOxlOO m. Wellenlänge der 
Radarfrequenzen: 3,1 bis 23 ,9 cm, 3 Frequenzen wer­
den benützt, 1000 Pulse/Sekunde. Bildübertragung 
zur Erde auf den Frequenzen 2115 ±5 MHz (S-Band) 
und 8422 ±20 MHz (X-Band) . Ganz gewiß hätte sich 
einer für die Bllder von der Venus höchst interfäsiert: 
Goethe. Er hatte sie als Morgenstern, als Phosphoros , 
sogar in sein Wappen schlagen lassen. 

Für uns ist die Sonne der wichtigste Stern. Tief im 
Sonneninnern wird Wasserstoff zu Helium verbrannt, 
dabei entsteht Energie in Form kurzwelliger Röntgen­
strahlung. In jeder Sekunde werden 4 Millionen Ton­
nen in Strahlung umgewandelt , und in jeder Sekunde 
wird die Sonne um 4 Millionen Tonnen leichter. Aber 
die Sonne ist so riesig, selbst nach Milliarden Jahren 
ist der Verlust für sie ganz klein. 
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Der Zustand der Sonne wird durch Naturgeset­
ze beschrieben: ein System von partiellen Differenti­
algleichungen vom parabJiischen Typ. Nimmt man 
ein paar feste Kenngrößen hinzu, etwa die Masse, die 
der Stern am Beginn seines Lebens beim Zünden der 
Kernfusion in seinem Innern haben soll, entsteht ei­
ne mathematisch lösbare Aufgabe. Rund viereinhalb 
Milliarden Jahre lebt die Sonne schon; die Rechnun­
gen zeigen, daß sie noch lange gleichmäßig leuchten 
wird, aber Leben wird die Erde nur noch höchstens 
1 1/2 Milliarden Jahre tragen können, dann wird es 
so heiß, daß die Weltmeere verdampfen. Die Sonne 
wird aber noch 5 Milliarden Jahre leuchten, vor ih­
rem Ende wird sie sich zu einem rötlich leuchtenden 
Riesenstern ausdehnen, der, von der Erde ausgese­
hen, fast den halben Himmel einnehmen und so groß 
wie die Merkurbahn sein wird. 

Das Leben der Sonne im Film. Der Film kom­
primiert die 12 Milliarden Lebensjahre der Sonne auf 
zwei Minuten. Das Leben eines hundertjährigen Men­
schen dauert gerade 1 Millionstel Sekunde. Der Film 
zeigt die Lösungen eines hochnichtlinearen Systems 
von partiellen Differentialgleichungen vom paraboli­
schen Typus für ein freies Randwertproblem mit 3 
freien Rändern. Und diese Lösungen beschreiben das 
Leben der Sonne. 
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Lassen sich 12 Milliarden Jahre für einen Men­
schen gefühlsmäßig erfassen? Verkürzen wir ein Jahr 
auf eine Sekunde, dann lebt die Sonne 12 Milliarden 
Sekunden, und der Mensch schrumpft zu einem Le­
bewesen, das 80 oder 90 Sekunden, also gerade 1 1/2 
Minuten Lebenszeit hat. 12 Milliarden Sekunden sind 
etwa 384 Jahre, das ist die Zeit zwischen 1610 und 
1994. 1610 Geburt der Sonne, 1994 Tod der Sonne. 
1610, das ist noch vor dem 30-jährigen Krieg, für uns 
weit in der Vergangenheit , aber noch erfaßbar. In die­
se Zeitspanne zwischen 1610 und 1994 legen wir die 
Lebensdauer der Sonne hinein, und irgendwo da drin 
leben wir, 1 1/2 Minuten lang, und zwar ziemlich ge­
nau um 1752, kurz nach Goethes Geburt. Von 1610 
bis 1752 sind es gerade 4 1/2 Milliarden Sekunden, 
entsprechend den 4 1/2 Milliarden Lebensjahren der 
heutigen Sonne. 1752, die ganze Entstehung des Men­
schen spielt sich in zwei Wochen ab, vom Altertum 
bis heute ist es gerade eine Stunde, und in dieser 
Stunde leben wir, 1 1/2 Minuten lang, und mit un­
seren 1 1/2 Minuten Leben sehen wir von 1752 nach 
1610 zurück und ahnen, wie fern die Geburt der Son­
ne zurückliegt, und sehen in die Zukunft bis 1994, bis 
zum Tod der Sonne, aber das ist für uns unendlich 
weit weg. 

Ein letztes zur Sonne. Wäre sie nur wenig größer, 
würde sie, die Lösungen der mathematischen Glei­
chungen zeigen es, so schnell brennen, daß sich gar 
kein Leben auf einem Planeten entwickeln könnte. 
Bei nur 203 größerem Durchmesser, das ist nicht 
viel, wäre schon nach 1 Milliarde Jahren alles vorbei. 
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Auf der Erde hätte es dann noch nicht einmal Algen 
gegeben. Und erst, wenn die Sonne 10 mal so groß 
wäre, schon nach ein paar Millionen Jahren - Mil­
lionen, nicht Milliarden - wäre aller Brennstoff der 
Sonne verpufft. Wäre die Sonne kleiner, wäre es bes­
ser, aber sie würde jetzt nicht heiß genug sein und die 
Planeten müßten dichter an sie heran, das aber wäre 
für das Leben höchst gefährlich und wahrscheinlich 
könnte es sich gar nicht entwickeln. 

Wer hätte die Sonne besser bauen können? 

Ohne massive finanzielle Unterstützung durch 
den Bayerischen Forschungsverbund für Technisch­
Wissenschaftliches Hochleistungsrechnen FORTWIHR 
wäre es nicht möglich gewesen, die vielen umfangreichen 
und mühevollen Rechnungen durchzuführen und die Er­
gebnisse in feste und laufende Bilder umzusetzen. Dank 
auch an meine FORTWIHR-Gruppe, ohne deren Einsatz 
nichts gegangen wäre: M. Alefeld, M. Breitner, R. Cal­
lies, K. Chudej, G. Denk, J. Haber , A. Heim, B. Jung, 
M. Kiehl, B. Koslik, B. Kugelmann, F. Montrone, T. Neu­
meyer, J. Reiter, K.-D. Reinsch, P. Selting, 0. von Stryk, 
L. Walsh. Geholfen haben P. Rentrop in Darmstadt und 
H.-J . Pesch in Clausthal-Zellerfeld. 

Unterstützt haben mich Mitarbeiter der Siemens AG: 
A. Gilg in München und H. Brunner, W. Kalender, H. Op­
pelt in Erlangen. Auch dorthin mein Dank. 
Adresse des Autors: 
Prof. Dr. Roland Bulirsch 
Mathematisches Institut der 
Technischen Universität München 
80290 München 
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